
數學示例：微分／差分運算法則

我們在《數學示例：微分與差分》中介紹了導數算子 D 和差分算子 ∆ 的
概念 (求導數運算又稱「微分」)，這兩個算子的作用都是把一個函數映射
為另一個函數。學過數學分析的讀者都應學過如何對函數求導數，為方便
與下文的差分作比較，下表列出各種「初等函數」(elementary function，包
括冪函數、指數函數、對數函數、圓函數和雙曲函數1) 的導數 (在下表中，
a 代表常數)：

表 1

f(x) Df(x)

a 0

xa axa−1

ax (a > 0) ax ln a

loga x (a > 0, a ̸= 1) 1
x ln a

sinx cosx
cosx − sinx

sinhx coshx

coshx sinhx

上表第二欄的結果可以用導數的定義 (見《數學示例：微分與差分》中的
(1))直接求得。對於從上述初等函數通過加減乘除、複合或求逆運算而得的
函數，則可通過運用導數的線性性質以及求導數的積法則(product rule)、商
法則(quotient rule)、鏈式法則(chain rule) 和逆函數定理(Inverse Function
Theorem) 求得。我們在上述網頁已介紹了線性性質 (見該網頁的「定理 1」

1「圓函數」(circular function) 即通常所稱的「三角函數」(trigonometric function)，包
括 sinx、cosx 等；「雙曲函數」(hyperbolic function) 則包括 sinhx、coshx 等，這兩個
函數都可用指數函數 ex 定義如下：

sinhx =
ex − e−x

2
coshx =

ex + e−x

2
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)，現把上述四個法則／定理的內容整合成以下定理2：

定理 1：設 f 和 g 為函數，則

(i) D(f × g) = Df × g + f ×Dg

(ii) D
(

f
g

)
= Df×g−f×Dg

g2

(iii) D(f ◦ g) = ((Df) ◦ g)×Dg

(iv) D(f−1) = 1
(Df) ◦ f−1

舉例說，如要求 Dabx (其中 a 和 b 都是常數)，可以把 abx 看成 f(x) = ax

與 g(x) = bx這兩個函數的複合。由於 Df(x) = ax ln a，故有 (Df) ◦ g(x) =
abx ln a。另外，我們又有 Dg(x) = b。由此根據「定理 1(iii)」，我們有

Dabx = D(f ◦ g)(x)
= (Df) ◦ g(x)×Dg(x)

= babx ln a

另外又如要求 D arcsinx，由於這個函數是 f(x) = sinx 的逆函數，即有
f−1(x) = arcsinx，而 Df(x) = cosx，因此根據「定理 1(iv)」，我們有

D arcsinx = D(f−1)(x)

=
1

(Df) ◦ f−1(x)

=
1

cos(arcsinx)

=
1√

1− (sin(arcsinx))2

=
1√

1− x2

如同求導數的情況，我們也可運用差分的如下定義直接求函數的差分 (下式
等於《數學示例：微分與差分》中的 (3))：

∆f(x) = f(x+ h)− f(x) (1)

由於上式不涉及求極限運算，因此差分運算一般較微分運算容易，其關鍵在
於能否把運算結果簡化成易於操作的形式。舉例說，如要求 ∆ sin(ax) (其

2為簡明起見，以下略去這些法則／定理所須滿足的條件，例如 (ii) 只適用於那些使
g(x) 不等於 0 的 x 值，(iv) 只適用於 f 為可逆函數的情況等。
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中 a 是常數)，除了應用 (1) 外，還要應用三角學中的「和差化積公式」：
sinx± sin y = 2 sin(x±y

2
) cos(x∓y

2
) 以簡化結果，從而得到

∆ sin(ax) = sin(a(x+ h))− sin(ax)

= 2 sin
(
ah

2

)
cos

(
a

(
x+

h

2

))
(2)

當然並非所有函數都可進行上述簡化，以我們非常熟悉的冪函數 xn 為例，
若 n 是正整數，那麼根據 (1)，我們有

∆xn = (x+ h)n − xn

= xn + nhxn−1 + . . .+ nhn−1x+ hn − xn

= nhxn−1 + . . .+ nhn−1x+ hn (3)

上面第二行應用了「二項式定理」把 (x + h)n 展開，但這樣做並不能把上
式 ∆xn 簡化許多；而且更重要的是，上述結果比表 1 所示的 Dxn = nxn−1

多出很多項，只有第一項的 nhxn−1 跟 nxn−1 相像。

上述結果顯示，冪函數 xn 不便於進行差分運算。為改善此一情況，可
以改用遞降階乘(falling factorial)函數。設 n 為整數，h 為給定實數，則「x
的 n 次遞降階乘冪」，記作 xn (請注意這裡的 n 加了下劃線)，定義如下：

xn =


x(x− h) . . . (x− (n− 1)h) 若n > 0
1 若n = 0

1
(x+h)(x+2h)...(x+(−n)h)

若n < 0
(4)

舉例說，若設定 h = 3，則 x4 = x(x − 3)(x − 6)(x − 9)、x0 = 1 並且
x−4 = 1

(x+3)(x+6)(x+9)(x+12)
。遞降階乘可被看成一般「階乘」(factorial) 的推

廣，這是因為若設定 h = 1，而且 n > 0，則有

nn = n× (n− 1)× . . .× 1

= n!

可是上述定義僅適用於當 n 為整數的情況，如要把 xn 的定義推廣到 n 為
任意實數的情況，便要引入伽瑪函數(gamma function)，這是一個由以下定
積分定義的函數：

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt (5)

在上式中，x 可以是任何不等於非負整數的實數3，下圖展示 Γ(x) (x 是
(−4, 4) 間的實數) 的圖象：

3伽瑪函數的論元其實可以是任何不等於非負整數的複數，但為免引入複數，本文只討
論其論元為實數的情況。
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根據上述定義，可以求得與伽瑪函數相關的以下重要結果：

Γ(1) = 1 (6)

Γ(x+ 1) = xΓ(x) (7)

從 (6) 和 (7) 可以推導出，當 n ∈ N：

Γ(n+ 1) = nΓ(n)

= n(n− 1)Γ(n− 1)

= n(n− 1)(n− 2)Γ(n− 2)

. . .

= n(n− 1)(n− 2) . . . (2)(1)Γ(1)

= n! (8)

由此可見，伽瑪函數可被看成一般階乘函數的推廣，例如我們有 Γ(4) =
3! = 6。

如前所述，遞降階乘函數也可被看成一般階乘函數的推廣，因此伽瑪函
數與遞降階乘函數存在一定聯繫。事實上，可以證明當 a 是整數時，存在
以下關係：

xa =
haΓ

(
x
h
+ 1

)
Γ
(
x
h
− a+ 1

) (9)
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這樣便可以把遞降階乘函數的定義從 (4) 推廣為上式。舉例說，把 a = 2 代
入上式，並應用 (7)，可得

x2 =
h2Γ

(
x
h
+ 1

)
Γ
(
x
h
− 2 + 1

)
=

h2
(
x
h

)
Γ
(
x
h

)
Γ
(
x
h
− 1

)
=

h2
(
x
h

) (
x
h
− 1

)
Γ
(
x
h
− 1

)
Γ
(
x
h
− 1

)
= h2

(x
h

)(
x− h

h

)
= x(x− h)

以上結果跟以 (4) 定義的 x2 完全相同。

學過基本代數的讀者都知道，冪函數的冪次滿足以下「指數律」：

xm+n = xmxn

從以上指數律還可推導出冪函數的負冪次與其「倒數」(reciprocal) 之間的
以下簡單關係：

1

xm
= x−m

可是，遞降階乘函數的「指數律」卻較為複雜。事實上，利用 (9)，不難證
明遞降階乘函數滿足以下「指數律」：

xm+n = xm(x−mh)n (10)

舉例說，從上式可得到 x4 = x1+3 = x(x− h)3，讀者可根據定義 (4) 驗證上
述結果是正確的。此外，還可以利用 (10) 推導出遞降階乘函數的負冪次與
其倒數的相互轉換公式。首先，如把 (10) 中的 x 和 n 分別改為 x+mh 和
−m 並利用 x0 = 1 此一關係，便可得到以下把遞降階乘函數的負冪次轉換
成倒數的公式：

x−m =
1

(x+mh)m
(11)

其次，如把 (10) 中的 n 改為 −m 並利用 x0 = 1 此一關係，便可得到以下
把遞降階乘函數的倒數轉換成負冪次的公式：

1

xm
= (x−mh)−m (12)
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舉例說，利用 (11) 可以把 x−4 轉換成 1
(x+4h)4

。利用 (12)，則可以把 1
x4 轉

換成 (x− 4h)−4。由此也可見，x−4 並不等於 1
x4。

xn 的定義雖然較 xn 複雜，但前者的差分卻比後者的差分簡單。利用
(9)，可以證明

∆xa = ahxa−1 (13)

比較 (13) 和 (3)，可以看到 ∆xa 比 ∆xn 簡單，而且跟 Dxa 更相似，因此
xa 較適合進行差分運算。

在差分的應用中，有時需要採用遞降階乘函數的更一般形式 (x+ b)a (其中
b 是常數)，此一形式的定義可以從 xa 的定義 (9) 直接得到，只須把 (9) 中
的 x 全部改為 x+ b 便可。此外，∆(x+ b)a 的公式也跟 (13) 很相似，只須
把 (13) 中的 x 全部改為 x+ b 便可。

下表列出各種初等函數 (其中冪函數被遞降階乘函數取代) 的差分：

表 2

f(x) ∆f(x)

a 0

(x+ b)a ah(x+ b)a−1

abx (a > 0) abx(abh − 1)

loga(bx) (a, b > 0, a ̸= 1) loga

(
1 + h

x

)
sin(ax) 2 sin

(
ah
2

)
cos

(
a
(
x+ h

2

))
cos(ax) −2 sin

(
ah
2

)
sin

(
a
(
x+ h

2

))
sinh(ax) 2 sinh

(
ah
2

)
cosh

(
a
(
x+ h

2

))
cosh(ax) 2 sinh

(
ah
2

)
sinh

(
a
(
x+ h

2

))
以下對上表的部分欄目作一些解釋。由於差分運算不像導數運算那樣有鏈
式法則，我們不能從 ∆f(x) 通過鏈式法則求得 ∆f(ax) (例如不能像前面根
據 Dax 的結果求 Dabx 那樣根據 ∆ax 的結果求 ∆abx)，因此上表中指數函
數、對數函數、圓函數和雙曲函數的論元都採用較一般的形式 bx 或 ax 而
非 x。

上表雖然沒有提供遞降階乘函數的倒數的差分，但利用轉換公式 (11)
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和 (12) 以及上表，可求得 ∆( 1
xa ) 如下：

∆

(
1

xa

)
= ∆((x− ah)−a)

= −ah(x− ah)−a−1

= − ah

(x+ h)a+1
(14)

對於從「表 2」中初等函數通過加減和純量乘法而得的函數，則可通過運
用差分的線性性質 (見《數學示例：微分與差分》中的「定理 1」) 來求差
分。正如我們可以把包含不同係數和非負整數冪次的冪函數組成代數多項
式 (例如 3x4 − 5x2 + 6x− 7) 一樣，我們也可以把包含不同係數和非負整數
冪次的遞降階乘函數組成遞降階乘多項式(falling factorial polynomial)(例
如 3x4 − 5x2 + 6x1 − 7)。為求這種多項式的差分，只需應用 (13) 和差分算
子的線性性質，以下是一個計算實例 (請注意根據 (4)，我們有 x1 = x)：

∆(3x4 − 5x2 + 6x1 − 7)

= 3∆(x4)− 5∆(x2) + 6∆(x1)− 7∆(1)

= 3× 4hx3 − 5× 2hx1 + 6× hx0 − 7× 0

= h(12x3 − 10x1 + 6)

上述結果跟 D(3x4 − 5x2 + 6x− 7) = 12x3 − 10x+ 6 很相似。

帶有非負整數冪次的冪函數與遞降階乘函數可以互相轉換。給定某個帶
有非負整數冪次的遞降階乘函數，可以運用 (4) 將其轉換成冪函數，以下
是一個計算實例：

x4 = x(x− h)(x− 2h)(x− 3h)

= x4 − 6hx3 + 11h2x2 − 6h3x (15)

反過來，給定某個帶有非負整數冪次的冪函數，可以透過求解未知係數的
方法將其轉換成遞降階乘函數。舉例說，設給定 x4，可以把它寫成以下形
式：

x4 = c4x
4 + c3x

3 + c2x
2 + c1x

1

= c4x(x− h)(x− 2h)(x− 3h) + c3x(x− h)(x− 2h) + c2x(x− h) + c1x

接下來要求解 c4、c3、c2 和 c1 這四個係數。讀者可自行驗證，求解的結果
是 c1 = h3、c2 = 7h2、c3 = 6h 和 c4 = 1。由此可得

x4 = x4 + 6hx3 + 7h2x2 + h3x1 (16)
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用上述方法把帶有非負整數冪次的冪函數與遞降階乘函數互相轉換涉及頗
為繁瑣的計算。為此，我們先對上述計算作一些總結。從 (15)容易看到，若
n 為正整數，則 xn 具有以下一般形式：

xn =
n∑

k=1

s(n, k)hn−kxk (17)

而 xn 則具有以下一般形式：

xn =
n∑

k=1

S(n, k)hn−kxk (18)

因此把帶有非負整數冪次的冪函數與遞降階乘函數互相轉換的關鍵在於確
定以上兩式中的係數 s(n, k) 和 S(n, k)，這兩組係數在差分學中有特別名
稱，分別稱為第一類斯特靈數(Stirling number of the first kind)和第二類斯
特靈數(Stirling number of the second kind)。為求這兩組數，我們首先注意
到，由於 x1 = x1，因此有

s(1, 1) = 1 (19)

S(1, 1) = 1 (20)

此外，由於在 (17) 和 (18) 中，k 只在 1 與 n 之間取值，因此我們有

若 k < 1或 k > n，則 s(n, k) = S(n, k) = 0 (21)

其他 s(n, k) 和 S(n, k) 則可以用以下遞歸關係求得。

定理 2：設 n 和 k 為正整數，其中 k ≤ n，則

(i) s(n+ 1, k) = s(n, k − 1)− ns(n, k) (22)

(ii) S(n+ 1, k) = S(n, k − 1) + kS(n, k) (23)

舉例說，以下是求 s(2, 1) 和 S(2, 1) 的計算過程：

s(2, 1) = s(1, 0)− 1× s(1, 1)

= 0− 1× 1

= −1

S(2, 1) = S(1, 0) + 1× S(1, 1)

= 0 + 1× 1

= 1
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為方便以下計算，現將滿足 1 ≤ n ≤ 4, 1 ≤ k ≤ n 的兩類斯特靈數列出如
下：

s(1, 1) = 1
s(2, 1) = −1 s(2, 2) = 1
s(3, 1) = 2 s(3, 2) = −3 s(3, 3) = 1
s(4, 1) = −6 s(4, 2) = 11 s(4, 3) = −6 s(4, 4) = 1

(24)

S(1, 1) = 1
S(2, 1) = 1 S(2, 2) = 1
S(3, 1) = 1 S(3, 2) = 3 S(3, 3) = 1
S(4, 1) = 1 S(4, 2) = 7 S(4, 3) = 6 S(4, 4) = 1

(25)

上述結果還可用來把普通多項式與遞降階乘多項式互相轉換，從而得到一
種求普通多項式差分的間接方法，這種方法是先把普通多項式轉換成遞降
階乘多項式，接著求這個遞降階乘多項式的差分，然後再將結果轉換成普
通多項式。舉例說，設有普通多項式 f(x) = 3x4 − 5x2，首先運用 (18) 和
(25) 把此一多項式轉換成遞降階乘多項式如下：

f(x) = 3x4 − 5x2

= 3(x4 + 6hx3 + 7h2x2 + h3x1)− 5(x2 + hx1)

= 3x4 + 18hx3 + (21h2 − 5)x2 + (3h3 − 5h)x1

接著求上述遞降階乘多項式的差分，然後再運用 (17) 和 (24) 將結果轉換
成普通多項式如下：

∆f(x) = ∆(3x4 + 18hx3 + (21h2 − 5)x2 + (3h3 − 5h)x1)

= 12hx3 + 54h2x2 + (42h3 − 10h)x1 + 3h4 − 5h2

= 12h(x3 − 3hx2 + 2h2x) + 54h2(x2 − hx) + (42h3 − 10h)x+ 3h4 − 5h2

= 12hx3 + 18h2x2 + 12h3x− 10hx+ 3h4 − 5h2

請讀者自行驗證，運用 ∆ 的定義 (1) 計算 ∆f(x) = 3(x+ h)4 − 5(x+ h)2 −
(3x4 − 5x2)，同樣可得到上述結果。

此外，差分運算也有「積法則」和「商法則」(但卻沒有「鏈式法則」和
「逆函數定理」)，這是以下定理的內容，請把以下兩個法則與「定理 1」的

(i) 和 (ii) 比較。惟請注意，由於求差分運算一般較求導數運算容易 (因為
不涉及求極限運算)，因此使用定義 (1) 直接求差分有時較使用以下兩個法
則更為便捷。

定理 3：設 f, g 為函數，則

(i) ∆(f × g) = ∆f × g + Ef ×∆g
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(ii) ∆
(

f
g

)
= ∆f×g−f×∆g

g×Eg

其中 E 是《數學示例：微分與差分》介紹的移位算子，其定義如下 (下式
等於上述網頁中的 (4))：

Ef(x) = f(x+ h) (26)

以下讓我們用「表 2」中的結果和「積法則」求 ∆xex 如下：

∆xex = ∆(x1 × ex)

= ∆x1 × ex + Ex×∆ex

= hex + (x+ h)ex(eh − 1)

= ex(eh(x+ h)− x)

最後運用「商法則」和 x2 = x2 + hx 此一事實求 ∆( 1
x2 ) 如下：

∆

(
1

x2

)
=

∆1× x2 − 1×∆x2

x2 × Ex2

=
−∆(x2 + hx)

x2(x+ h)2

=
−2hx− h2

x2(x+ h)2

請讀者自行驗證，運用 ∆ 的定義 (1) 計算 ∆xex = (x + h)ex+h − xex 和
∆( 1

x2 ) =
1

(x+h)2
− 1

x2，同樣可得到以上兩個結果。
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