
數學示例：偏微／差分與重積／和分

我們在《數學示例：微分與差分》和《數學示例：積分與和分》中介紹了
一元函數的微分、差分、積分、和分等概念。本文主旨是把這些概念推廣到
多元函數。設 f 為以 x = (x1, . . . , xn) 作為變項的 n 元函數，則 f 關於 xi

(1 ≤ i ≤ n) 的偏導數(partial derivative)，以下記作 Dxi
f，也是一個函數，

其定義如下：

Dxi
f(x) = lim

hi→0

f(x1, . . . , xi + hi, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi, . . . , xn)

hi

(1)

我們可以這樣理解偏導數：把某個多元函數 f(x) 的 xi 以外的變項全部當
作常數後，f 便相當於一個僅以 xi 作為變項的一元函數，這樣偏導數算子
Dxi
便相當於一元函數的導數算子 D。從以上討論可以看到，給定一個 n

元函數，我們有 n 個偏導數 Dx1f、...、Dxnf。

正如一元函數的情況，原則上也可以定義關於變項 xi 的「偏微分」算
子。不過，這種算子的用途不大，這裡不予介紹1。較有用的是全微分(total
differential) 算子。設 f 為如上定義的函數，hi 為給定實數，代表 xi 的變
化幅度，則 f 的全微分，以下記作 df，也是一個函數，其定義如下 (請把
下式與《數學示例：微分與差分》中的 (2) 比較，請注意「多元函數的全微
分」與「一元函數的微分」有相同的符號)：

df(x) = Dx1f(x)× h1 + . . .+Dxnf(x)× hn (2)

從上式可見，全微分反映函數 f 關於所有變項的變化，而非只某個變項的
變化。

正如一元函數有「差分」和「移位」這兩種算子，多元函數也有相對應
的算子。設 f 和 hi 如上定義，則 f 關於 xi 的偏差分(partial difference)，以
下記作 ∆xi

f，也是一個函數，其定義如下：

∆xi
f(x) = f(x1, . . . , xi + hi, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi, . . . , xn) (3)

1跟一元函數的情況相似，「偏微分」一詞有歧義，既可以指上述這種沒有多大用途的算
子，也可以指求偏導數的運算。
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而 f 關於 xi 的偏移位(partial shift)，以下記作 Exi
f，也是一個函數，其定

義如下：
Exi

f(x) = f(x1, . . . , xi + hi, . . . , xn) (4)

比較 (3) 和 (4)，可得算子 ∆xi
與 Exi

的關係如下：

∆xi
= Exi

− I (5)

容易看到上述四類算子 (即 Dxi
、d、∆xi

和 Exi
) 都具有線性性質。

接下來讓我們看一個實例，設有以下二元函數 (以下用 h 和 k 分別代
表變項 x 和 y 的變化幅度)：

f(x, y) = exy3 (6)

根據數學分析的知識，我們有

Dxf(x, y) = exy3 (7)

Dyf(x, y) = 3exy2 (8)

由此根據 (2)，可得

df(x) = exy3h+ 3exy2k (9)

另一方面，根據 (3) 和 (4)，可求得

∆xf(x, y) = f(x+ h, y)− f(x, y)

= ex+hy3 − exy3

= exy3(eh − 1) (10)

Eyf(x, y) = f(x, y + k)

= ex(y + k)3 (11)

在進行上述四類算子的具體運算時，可以沿用《數學示例：微分／差分運
算法則》中介紹的初等函數的微分／差分表和各種微分／差分運算法則。

在多元函數微積分中，同樣有二階偏導數的概念，此即進行兩次偏微分
運算的結果。我們把二階偏導數算子記作 Dxixj

，其定義如下：

Dxixj
f = Dxj

(Dxi
f) (12)

請注意在上式中，xi 和 xj 在等號左右兩端以相反次序出現，這即是說當我
們把 Dxixj

算子作用於 f 時，相等於先把 Dxi
作用於 f，然後再把 Dxj

作
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用於 Dxi
f。為簡便起見，也可以把二階偏導數算子寫成一階偏導數算子的

乘積或冪次，即我們有

Dxixj
= Dxj

Dxi
, Dxixi

= (Dxi
)2 (13)

由於 xi 和 xj 可以是不同的變項，這裡有一個 Dxixj
是否等於 Dxjxi

的問
題，以下定理提供這個問題的答案。

定理 1 (克萊羅定理Clairaut’s Theorem)：設 f 如上定義，並且在某個
包含點 p = (p1, . . . , pn) 的開集 U 上，Dxixj

f 和 Dxjxi
f 都是連續函數 (其

中 1 ≤ i, j ≤ n)，則

Dxixj
f(p) = Dxjxi

f(p) (14)

由於我們討論的函數都是其定義域上的光滑函數，所以以下假設 (14) 在通
常情況下成立。

類似地，就其餘三個算子也可推導出相應的二階算子，以下用 d2 代表
二階全微分算子，用 ∆xixj

和 Exixj
分別代表二階偏差分和二階偏移位算

子 (有時也可以冪次的形式表示)。其中的二階偏差分和二階偏移位算子不
涉及極限運算，因此根據其定義，可知它們對任何函數 f，都滿足類似 (14)
的公式：

∆xixj
f = ∆xjxi

f (15)

Exixj
f = Exjxi

f (16)

根據上述定義，可以推導出某些二階算子的一般公式，例如以下便是 d2 算
子的推導過程 (在以下計算中，要應用上述四類算子的線性性質，並運用
(14))：

d2f(x) = d(df(x))

= d(Dx1f(x)× h1 + . . .+Dxnf(x)× hn)

= Dx1(Dx1f(x)× h1 + . . .+Dxnf(x)× hn)× h1 +

. . .+Dxn(Dx1f(x)× h1 + . . .+Dxnf(x)× hn)× hn

= (Dx1)
2f(x)× h1

2 + . . .+ (Dxn)
2f(x)× hn

2 +

. . .+ 2Dx1x2f(x)× h1h2 + . . .+ 2Dxn−1xnf(x)× hn−1hn (17)

此外，∆xixj
和 Exixj

的一般公式在 i = j 和 i ̸= j 這兩種情況下會有所不
同，這裡不作討論。

我們還可以進一步就上述四類算子推導出一般的 n 階算子 (其中 n 是
自然數)。像二階算子一樣，n 階算子有時可以寫成冪次的形式，例如四階
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移位算子 Exxxy 便可以寫成 Ey(Ex)
3。此外，也可以把前面的 (14)、(15) 和

(16) 推廣到 n 階算子。舉例說，如果 1 ≤ i, j, k ≤ n，那麼我們有

Exixjxk
f = Exixkxj

f = Exjxixk
f = Exjxkxi

f = Exkxixj
f = Exkxjxi

f

我們在《數學示例：微分與差分》中曾指出，一元函數的微分 df(x)可被看
成對差分 ∆f(x) 的線性逼近。同樣，多元函數的全微分 df(x) 也可被看成
對以下數值的線性逼近2：

(Ex1...xn − I)f(x) = f(x1 + h1, . . . , xn + hn)− f(x1, . . . , xn) (18)

舉例說，設我們沿用 (6) 中的函數 f(x, y)，並設 x = 4、y = 5、h =
k = 0.01。那麼從 f(4, 5) 到 f(4.01, 5.01) 的變化幅度可用 (18) 計算如
下：(Exy − I)f(4, 5) = e4.01 × 5.013 − e4 × 53 ≈ 110.033。接著用 (9) 計算
df(4, 5) 如下：df(4, 5) = e4 × 53 × 0.01 + 3 × e4 × 52 × 0.01 ≈ 109.196。由
於 (Exy − I)f(4, 5) − df(4, 5) ≈ 0.837，這是一個不算大的差別，由此可見
df(4, 5) 的確可用來逼近 (Exy − I)f(4, 5)。

把定積分概念推廣到多元函數，便會得到重積分(multiple integral) 的概
念，我們先從「二重積分」(double integral) 說起。正如定積分可用來求面
積，二重積分可用來求體積。設 f 為在長方形範圍 [a, b]× [c, d] 內有定義的
連續二元函數，這個函數在空間上的圖象呈現為一個曲面。假設在上述長
方形範圍內，f(x, y) ≥ 0，現欲求這個曲面、x-y 平面、x = a平面、x = b平
面、y = c 平面和 y = d 平面所圍封立體 (即下圖所示曲面立體) 的體積：

2把 (18) 左端跟 (5) 右端比較，可不妨把 (18) 中的 Ex1...xn
− I 稱為「全差分」算子。

惟請注意，Ex1...xn
− I ̸= ∆x1...xn

。
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現把 [a, b] × [c, d] 等分為 n × m 個小長方形，每個小長方形的面積為 hk，
其中 h = b−a

n
，k = d−c

m
，每個小長方形左下角的坐標為 (a+ ih, c+ jk) (其

中 0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ m− 1)3。對應每個小長方形左下角的坐標都有一
個函數值 f(a + ih, c + jk)，把這個函數值乘以小長方形的面積 hk 所得結
果，即 f(a+ ih, c+ jk)hk，等於上圖中黃色長方體的體積。如果把這些長
方體體積加起來，所得總體積可被看成上圖中曲面立體體積的近似值，我
們把這個近似值寫成以下「二重黎曼和」(double Riemann sum)：

S(f, a, b, c, d, n,m)

= f(a, c)hk + f(a+ h, c)hk + . . .+ f(a+ (n− 1)h, c)hk

+f(a, c+ k)hk + f(a+ h, c+ k)hk + . . .+ f(a+ (n− 1)h, c+ k)hk +

. . .

+f(a, c+ (m− 1)k)hk + f(a+ h, c+ (m− 1)k)hk +

. . .+ f(a+ (n− 1)h, c+ (m− 1)k)hk (19)

現在如果把 n和m不斷增大 (亦即把 h和 k不斷縮小)，上述的 S(f, a, b, c, d,
n,m) 便會越來越逼近上圖中曲面立體的體積，我們把這個極限值稱為「f
關於 [a, b]× [c, d] 的二重積分」，以下記作

∫
[a,b]×[c,d]

f，即∫
[a,b]×[c,d]

f = lim
n,m→∞

S(f, a, b, c, d, n,m) (20)

如用上式計算所需體積，要進行求和及求極限運算，頗為繁複。但幸好在
多元函數微積分中，我們有以下定理。

定理 2 (富比尼定理Fubini’s Theorem)：設 f 為以 x 和 y 作為變項的連
續二元函數，則∫

[a,b]×[c,d]

f =

∫ x=b

x=a

(∫ y=d

y=c

f

)
=

∫ y=d

y=c

(∫ x=b

x=a

f

)
(21)

由於我們討論的函數都是其定義域上的光滑函數，所以以下假設 (21) 在通
常情況下成立。

在上式中，
∫ x=b

x=a
代表把 f 的 x 以外的變項當作常數的情況下進行定積

分運算的算子，而
∫ y=d

y=c
則代表把 f 的 y 以外的變項當作常數的情況下進

行定積分運算的算子，因此可分別稱為 f 關於 x 和關於 y 的「偏積分」算
子 (其運算原理跟「偏導數」算子相似)。上述定理是說，可以透過連續進

3上圖把坐標 (a+ ih, c+ jk) 記作 (xij , yij)，並且把左下角坐標為 (xij , yij) 的小長方形
記作 Rij。
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行兩次關於不同變項的「偏積分」運算來計算二重積分，而且該兩次「偏積
分」運算可以對調次序而不影響結果，上述連續進行的「偏積分」運算又
稱「迭代積分」(iterated integral)。此外，在進行偏積分運算時，可以沿用
「微積分基本定理」以及《數學示例：積分／和分運算法則》中介紹的初等
函數的積分表和積分運算法則。

以 (6) 中的 f(x, y) 為例，設要求
∫
[0,4]×[0,5]

f，可以先對 f 進行關於 y

的「偏積分」運算如下：∫ y=5

y=0

exy3 =

[
exy4

4

]y=5

y=0

=
625

4
ex

接著對上述結果進行關於 x 的「偏積分」運算如下 (由於上述結果只包含 x
這個變項，此一「偏積分」運算實際等於普通一元函數的定積分運算)：∫ x=4

x=0

625

4
ex =

[
625

4
ex
]x=4

x=0

=
625

4
(e4 − 1)

由此求得 ∫
[0,4]×[0,5]

f =
625

4
(e4 − 1) (22)

讀者請自行驗證，如果先對 f 進行關於 x 的「偏積分」運算，然後對所得
結果進行關於 y 的「偏積分」運算，可得到相同結果。

把定和分概念推廣到多元函數，便會得到重和分(multiple sum) 的概念，
我們先從「二重和分」(double sum) 說起。設 f 為在 (a, c)、(a+ h, c)、...、
(a + (n − 1)h, c)、(a, c + k)、(a + h, c + k)、...、(a + (n − 1)h, c + k)、...、
(a, c + (m − 1)k)、(a + h, c + (m − 1)k)、...、(a + (n − 1)h, c + (m − 1)k)
點處有定義的二元函數，則「f 關於以上各點的二重和分」，以下記作∑(a+(n−1)h,c+(m−1)k)

(a,c) f，定義如下：

(a+(n−1)h,c+(m−1)k)∑
(a,c)

f = f(a, c) + f(a+ h, c) + . . .+ f(a+ (n− 1)h, c)

+f(a, c+ k) + f(a+ h, c+ k) + . . .+ f(a+ (n− 1)h, c+ k) +

. . .

+f(a, c+ (m− 1)k) + f(a+ h, c+ (m− 1)k) +

. . .+ f(a+ (n− 1)h, c+ (m− 1)k) (23)
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比較上式與 (19)，可以看到 (19) 所示的「二重黎曼和」其實是把上式乘以
hk 的結果。

由於二重和分不涉及極限運算，因此根據其定義，可知此一運算對任何
函數 f，都滿足類似 (21) 的公式：

(a+(n−1)h,c+(m−1)k)∑
(a,c)

f =

x=a+(n−1)h∑
x=a

y=c+(m−1)k∑
y=c

f

 =

y=c+(m−1)k∑
y=c

x=a+(n−1)h∑
x=a

f

 (24)

在上式中，
∑x=a+(n−1)h

x=a 代表把 f 的 x 以外的變項當作常數的情況下進行
定和分運算的算子，而

∑y=c+(m−1)k
y=c 則代表把 f 的 y 以外的變項當作常數

的情況下進行定和分運算的算子，因此可分別稱為 f 關於 x 和關於 y 的
「偏和分」算子 (其運算原理跟「偏差分」算子相似)。上式是說，可以透過
連續進行兩次關於不同變項的「偏和分」運算來計算二重和分，而且該兩
次「偏和分」運算可以對調次序而不影響結果，上述連續進行的「偏和分」
運算又稱「迭代和分」(iterated sum)。此外，在進行偏和分運算時，可以
沿用「差和分基本定理」以及《數學示例：積分／和分運算法則》中介紹
的初等函數的和分表和和分運算法則。

舉例說，考慮二元函數

f(x, y) = 2x − 6y (25)

設要求
∑(n,m)

(1,1) f，這相當於把 (24) 左端的 f 定為 2x − 6y，並且把 a、c、h

和 k 全都定為 1。我們可以先對 f 進行關於 y 的「偏和分」運算如下：
y=m∑
y=1

(2x − 6y) = [2xy − 3y(y − 1)]y=m+1
y=1

= m2x − 3m(m+ 1)

接著對上述結果進行關於 x 的「偏和分」運算如下 (由於上述結果只包含 x
這個變項，此一「偏和分」運算實際等於普通一元函數的定和分運算)：

x=n∑
x=1

(m2x − 3m(m+ 1)) = [m2x − 3m(m+ 1)x]x=n+1
x=1

= 2m(2n − 1)− 3nm(m+ 1)

由此求得
(n,m)∑
(1,1)

f = 2m(2n − 1)− 3nm(m+ 1) (26)

7

http://chowkafat.net/Math/Integration_summation_rule.pdf


讀者請自行驗證，如果先對 f 進行關於 x 的「偏和分」運算，然後對所得
結果進行關於 y 的「偏和分」運算，可得到相同結果。為驗證上述結果，不
妨設定 n = 3 和 m = 4。一方面，根據

∑
符號的定義，可直接求這個二元

和分如下：

(3,4)∑
(1,1)

f = 2− 6 + 2− 12 + 2− 18 + 2− 24

+4− 6 + 4− 12 + 4− 18 + 4− 24

+8− 6 + 8− 12 + 8− 18 + 8− 24

= −124

另一方面，把 n = 3 和 m = 4 代入 (26)，可求得

(3,4)∑
(1,1)

f = 2× 4× (23 − 1)− 3× 3× 4× (4 + 1)

= −124

以上兩個計算結果互相一致。

我們還可以進一步考慮「n 重積分」和「n 重和分」(其中 n 是大於 1
的自然數)，而且當有關函數符合條件，而積分範圍是 n 個有限區間的笛卡
爾積，或者和分的上下限是有限有序 n 元組時，可以把前面的 (21) 和 (24)
推廣到這些積分／和分。舉例說，對於連續三元函數 f(x, y, z)，我們有 (下
式略去積分範圍，僅在「偏積分」符號的下方標出該「偏積分」所關乎的變
項)：∫
(x,y,z)

f =

∫
x

∫
y

∫
z

f =

∫
x

∫
z

∫
y

f =

∫
y

∫
x

∫
z

f =

∫
y

∫
z

∫
x

f =

∫
z

∫
x

∫
y

f =

∫
z

∫
y

∫
x

f

惟請注意，如有關 n 重積分／和分的積分範圍／上下限不符合上述規定，
則未必可以把 (21) 和 (24) 推廣到這些積分／和分。在某些情況下，仍可把
n 重積分／和分化為「迭代偏積分／和分」，並且可以對調某些「偏積分／
和分」的次序，但要更改某些「偏積分／和分」的積分範圍／上下限。在某
些情況下 (特別是涉及廣義積分或無窮級數的情況)，更不能隨意調動「偏
積分／和分」的次序，本文不擬討論這些複雜情況。

以上介紹的「偏積分／和分」和「n 重積分／和分」都是「定積分」的
推廣。現在的問題是，是否可以把「不定積分」也推廣為「不定偏積分／和
分」和「n 重不定積分／和分」？我們知道，「不定積分／和分」是「微分／
差分」的逆運算。由於「偏微分／差分」以及「n 重偏微分／差分」也有其
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逆運算，根據類推原則，可以把這兩類逆運算分別看成「不定偏積分／和
分」和「n 重不定積分／和分」。由於進行「逆運算」有時可被看成「解方
程」的過程，上述「不定偏積分／和分」和「n 重不定積分／和分」運算確
會出現於求解某些「多元微分／差分方程」的過程中。

以 (6) 中的 f(x, y) 為例，設我們要找出一個 F (x, y) 使得 DyDxF (x, y) =
f(x, y)，亦即求解以下二元微分方程：

DyDxF (x, y) = exy3 (27)

現在如把 Dy 和 Dx 的逆運算 (分別記作
∫
y
和

∫
x
) 依次作用於上式左右兩

端，那麼上述方程的解 F (x, y) 可以寫成

F (x, y) =

∫
x

∫
y

exy3 (28)

在上式中，
∫
x
代表把 f 的 x 以外的變項當作常數的情況下進行不定積分

運算的算子，而
∫
y
則代表把 f 的 y 以外的變項當作常數的情況下進行不

定積分運算的算子，因此可分別被看成關於 x 和 y 的「不定偏積分」算子，
而

∫
x

∫
y
則可被看成「二重不定積分」算子 (儘管一般不使用這些名稱)。惟

請注意，由於這裡涉及兩個論元 x 和 y，進行不定積分運算的結果會包含
「任意函數」而非「任意常數」。以上式為例，以下是進行「二重不定積分」
的運算過程：

F (x, y) =

∫
x

∫
y

exy3

=

∫
x

(
1

4
exy4 + g1(x)

)
=

1

4
exy4 +

∫
x

g1(x) + h1(y)

=
1

4
exy4 + g2(x) + h1(y) (29)

在上面第二行，進行關於 y 的「不定偏積分」運算的結果包含一個 x的任意
函數 g1(x)，這是因為對一個只包含 x 而不含 y 的函數 (例如

√
cos(x2)) 進

行 Dy 運算的結果必然是 0。同理，在上面第三行，進行關於 x的「不定偏積
分」運算的結果包含一個 y 的任意函數 h1(y)。最後，由於對 x 的任意函數
g1(x)進行關於 x的「不定偏積分」運算，其結果是 x的另一個任意函數，所
以可以用較簡單的 g2(x) 代替

∫
x
g1(x)。讀者請自行驗證，把 x 的任何具體

函數和 y 的任何具體函數分別代入 (29) 中的 g2(x) 和 h1(y)，所得結果 (例
如 F (x, y) = 1

4
exy4、F (x, y) = 1

4
exy4−1+y、F (x, y) = 1

4
exy4+

√
cos(x2)− 1

y
、
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...) 都滿足 (27)。

對於 n 元函數，並不限於只進行 n 重不定積分，而是可以進行更多重
的不定積分運算。舉例說，如要求解以下微分方程：

DyDxDyF (x, y) = exy3 (30)

我們可以 (29) 所示的計算結果為基礎進行以下計算：

F (x, y) =

∫
y

∫
x

∫
y

exy3

=

∫
y

(
1

4
exy4 + g2(x) + h1(y)

)
=

1

20
exy5 + g2(x)y + h2(y) + g3(x) (31)

其中 g2、h2 和 g3 代表任意函數。請讀者自行驗證，上式確是 (30) 的解。

以上討論的「n 重不定積分／和分」概念還可以推廣到一元函數，這是
因為對於一元函數，我們可以對其進行 n 重 (n 為任意正整數) 微分／差分
運算，而這種運算的逆運算就是「n 重不定積分／和分」運算。類似前面討
論的情況，這種運算也會出現於求解某些「一元微分／差分方程」的過程
中。舉例說，設我們要求解以下一元差分方程：

∆2F (x) = x (32)

現在如把 ∆2 的逆運算 (記作
∑2 或

∑∑
) 作用於上式左右兩端，那麼上述

方程的解 F (x) 可以逐步求得如下：

F (x) =
∑∑

x

=
∑(

x2

2h
+ p(x)

)
=

x3

6h2
+

xp(x)

h
+ q(x) (33)

其中 p(x) 和 q(x) 是帶有周期 h 的任意周期函數。請注意在進行差分和
不定和分運算時，可以把 p(x) 當作常數處理，因而有

∑
p(x) = xp(x)

h
。讀

者請自行驗證，把任何兩個帶有周期 h 的具體函數代入 (33) 中的 p(x)
和 q(x)，所得結果 (例如 F (x, y) = x3

6h2、F (x, y) = x3

6h2 − 2x
h
、F (x, y) =

x3

6h2 +
x
h

tan(πx
h
) + sin(2πx

h
)、...) 都滿足 (32)。

連結至數學專題
連結至周家發網頁
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